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Randbedingungen: Quantelung der Energie
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Die Quantelung der Energie ergibt sich aus 4meor
E =7

den Randbedingungen
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Kern-Elektron-System: der Hamiltonoperator

e der Hamiltonoperator fiir ein Zweiteilchen Kern-Elektron-System
n? v n? v Ze?

H=— -
2me € 2my N dmeyr

® mit m=me+my und =L +ﬁ (reduzierte Masse)
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@ Massenzentrum = Schrddingergleichung fiir das freie Teilchen
2
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Schrédingergleichung in Kugelkoordinaten

Laplace-Operator in Kugelkoordinaten

P2 R 12 1

Vie 4 4 = A2
8x2+8y2+8zz rr?;’zr—i_r2

Legendre-Operator
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Schrédingergleichung in Kugelkoordinaten
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Separation der Koordinaten

® H(r,6,¢) und A*(0,9) kommutieren: [H,A%] = HA?> — A’H =0
= vollstindige Satz von gemeinsamen Eigenfunktionen
o Eigenfunktionen des Legendre-Operators: Kugelflachenfunktionen
A (8,9) = —L(I+1)Yim, (6, 9)
@ wir brauchen noch den radialen Teil, da H(r,0,¢)
= N, (6,9)R(r) = —1(1+1)Yi,, (6, 9)R(r)

Separation der Koordinaten

Vel = R(r)Ylml (97 ¢)

= ARV (0,0) =ANvya = —I1(I+1)yq
HR(r)Y;,,(0,0) =Hye = Ey
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Radiale Schrédingergleichung

o mit Y, = R(r)Ylml(ey(P) = RYlml und AzYlm] = _l(l+ l)Ylmz
10° 1 Ze’u 2UE
P =55 RY 1w, + A RY ), + WRYMI = - (F12> RY
1 9? l(l—i— 1) Ze*u 2UE
;WI’RYlm, — ———RY},,, + m m = <2> RY},

2 1 Ze? 2UE
d—rR— I, )rR—i— el R = — ol R

dr? r? 2meghtr n?
du (2 [I0+DR Ze Y (2pEN

dr? K2 2ur? Amegr N h?
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Effektives Potential Vg

o generell bei der Behandlung von Zentralkraften niitzlich
d*u (2u) [IU+1)R*  Ze _ (2uE
a2\ 2z dmegr [T\ T2 )"

I(I+ DR Zé?

Veff =

2ur:  Azmer
0 asymptotisches Verhalten
>aﬂ:J >0
s lim Vg =0
g
S fir (=0
al[1=0
2 v Ze?
o T dreor
w

Radius r
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Asymptotische Losung fiir r — oo

. d’u 2UE
V=0 = dr22_<hz>u

e mit u=rR(r)

d*u  d? (R dR R
Cr_C R=rtT 125~
dr?  dr? T Tt T A
o die asymptotische Losung fiir gebundene Zustidnde (E < 0)
d’R _ (2ulE|
drr — \ R

>R = ReetM mit A2=C11

Asymptotische Losung fiir r — o
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Lésung fir r — 0 und [ =0

Effektives Potential V¢ o

d’u  [2u 2UE
702 a2\ Vet = — 2 u

o fiir r — 0 gilt |Vegr| > |E| und

d? 2 Ze?
£ + s ‘ u~0
dr? K2 4Amegr

@ Losung: Potenzreihenentwicklung

=0 ur~Ar+Brr + ...

Radius r

imR(r) = A

r—0
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Lésung fir r — 0 und [ #0

e fiir r — 0 dominiert 1/r?
1+ 1D)r*  Zé?

Veir = 2w dmeyr @_z<z+1)u~0
dr? r? -
‘ o Ldsung
B
~ AL 7
0 u~Ar —+ rl
|| 7>0 .
> e mtu=rR= u=0wennr—0
"% @ daraus folgt, dass B=0
g
7]
S
g
£
w
Radius r




Explizite Losung der radialen Gleichung |

@ einige Vereinfachungen

fu_zu{ub+nﬁ ze? }u_guE
=

_ e — R
dr:  p? 2ur? Ameyr ! “=r

2u\ Ze? 5 2U|E]
== | — b=I1(l+1 AT =
a <h2> 4re (i+1)

u”—(i—i)uzﬂ,zu

@ wir wissen bereits

11/24



Explizite Losung der radialen Gleichung Il

@ wir versuchen eine Polynomfunktion L( )
u=L(r)e™* mit L(r ch

W =L"e ™ _2ALe” M—l—lzLe Ar

= L' —2AL' - (b—>L 0
r

2
= chn(n —1)"2 L = chnrn_l
= ch n(n—1)=br" 2 —2nA—a)r" '} = 0
Y D4 1)~ By Rt DA —dler) = 0

= {(n+2)(n+1)=>b}cp2—{2(n+1)A —a}cpyy = 0

= {n(n+1)—=b}lchy1 —{2nL —a}c, =0
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Explizite Lésung der radialen Gleichung Il

Rekursionsgleichung fiir die Koeffizienten ¢,

2nA —a
Cntl =4 ————— ¢ C
s nn+1)—bf "
Um die Reihe abzubrechen fiir gegebenes n (so, dass die Losung
quadratintegrierbar ist) muss folgendes erfiillt werden:

2nA —a=0 = 2ndl=a

mit

a= 27:“ ZeZ 12 — 2H‘E|
K ) 4mey >

Quantelung der Energie

Bl = 22k
- 32n2m2elR?
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Explizite Losung der radialen Gleichung IV

o fiir gebundene Zustinde die Lésung sind zugeordnete
Laguerre-Polynome (benannt nach Edmond Laguerre)

Rn,(r):_{<zz>3 (n—1-1)! }szizjll(p)ep/z

na) 2n|(n+1)"°
mit
(22) 4megh?
p=|—|r a= 5
na He
und .
Koy ex o dh ok
Ly(x) = Py dxn(e )

Die Gesamtwellenfunktion des Waserstoffatoms

Wn,l,ml(r7 97(1)) = Rnl(r)Ylm1(67¢)

14 /24



Atomorbitale

Orbitale
Orbitale sind Einelektronfunktionen

Name ausgeschreiben [
y
s sharp 0
p principal 1
d diffuse 2
Zwei Darstellungsméglichkeiten der f fundamental 3

Wahrscheinlichkeitsdichte des 1s-Orbitals:
(a) Orbitaldichte als Schattierung,
(b) Grenzflichendarstellung

15 / 24



Radiale Wellenfunktionen

Tabelle: Radiale Wellenfunktionen des Wasserstoffatoms

n [ Orbital Ry (r)

1 0 Is (Z/a)3/?2e=P/?

2 0 2s (Z/a)*/*(1/8)1/2(2—p)eP/?
1 2p (Z/a)*l(1/24) 2 peP/?

3 0 3s (Z/a)>/*(1/243)1/2(6 — 6p + p?)eP/?
1 3p (Z/a)¥/?(1/486)'/2(4 —p)pe P/
2 3d (Z/a)3/*(1/2430)"/2p2eP/?

p = (2Z/na)r mit a = 4rwegh? /e’

16 / 24



Radiale Wellenfunktionen

(a) 2 (c) 0.4 (e) 0.1
15 0.3
1 0.05
3 ° 8 02 X 3
£ 10 & K3
N N N
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0
05 3s
0
0 -0.1 -0.05
0 2 4 6 0 10 15 0 5 10 15
P p P
(b) 0.8 (d) 0.15 (f) 0.05
0.6 0.04
0.1 3d
§ 04 s $ 0.03
o =3 o
S S Y
N 2 S N
& 02 = £0.02
0.05
0 2p 0.01
-0.2 0 0
5 10 15 0 10 15 0 5 10 15
P P
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Quantelung der Energie
(e !

252 | 2
R2megh ) n Hauptquantenzahl n =1,2,...
unabhiing von  und m! @ bestimmt die Energie
@ maximaler Wert von [I: n—1

@ Anzahl der Orbitale mit E,: n?
o Gesamtanzahl der Knoten: n—1
0 Konfinuuim Drehimpulsquantenzahl [ =0,...,n— 1
@ Anzahl der Orbitale mit (n,l): 21+ 1
@ Anzahl der Winkelknoten: [
@ Anzahl der Radialknoten: n—1—1

Magnetische Quantenzahl des Drehimpuls

@ Komponente des Elektronen-
Bahndrehimpuls: m;i

Radius r
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Radiale Wahrscheinlichkeitsverteilung

z Wahrscheinlichkeit, das Elektron zu finden
@ im Wolumenelement dt = r*sin 0d0d¢dr

% |Wn,l,m[(r797¢)|2d1’-
e in einer Kugelschale (r,r+dr)
0.6
T orlrm ) 5
A P(r)dr:/ / R2, |V, |* Psin0drd 0d ¢
0 Jo
V,AOA Kulgelfunktionen sind normiert, d.h.
§ T r2rn 2 .
02 /0 /0 Yy, |” sin®drd0d¢ = 1
Radiale Verteilungsfunktion
00 2 4
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Radiale Wahrscheinlichkeitsverteilung

Beispiel:
o fiir n=1 und [ =0 ergibt sich:

3
P(r)=4 <Z> r2e~22r/a

0.6
@ Grenzverhalten
A o P(0)=0

0.4 o lim,_o P(r) =0
mE’ e Maximum
N ao
< Fmax =

0.2

Der Bohrsche Radius (atomare Langeneinheit)
o5 5 n ap =0.052917721086(18) nm
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p-Orbitale

P+1

P-1

Px

Dy

3\ /2
(Er) Ry (r)cos 6

3\ 12 4
—(§> Ry (r)sinOe’®

3\ /2 .
(§> R, (r)sin@e ™

reelle Linearkombinationen

(p-—p+)

SR

(p-+p+)
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d-Orbitale |
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d-Orbitale 1l

5\ 12
dzz = d(): <16> an(r)(3z2—r2)/r2

dop = ddarda)= (1) Ratn@ e
dy = a2 =) " Ry
b = Dtaaran=—(2) ot
b = i) = (Z) " ot
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f-Orbitale

Realteile der Wellenfunktionen fiir die sieben Atomorbitale mit [ =3
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